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SYARAT CUKUP DAN SYARAT PERLU AGAR RUANG BERNORMA MENJADI 
RUANG HASIL KALI DALAM 
Hendri Untoro, Nilamsari Kusumastuti, Yundari 
INTISARI 
Ruang vektor V  atas lapangan  R  merupakan himpunan tidak kosong yang dilengkapi dengan operasi  
penjumlahan vektor dan pergandaan scalar serta memenuhi beberapa aksioma. Setiap vektor memiliki 
panjang vector atau yang disebut dengan norma. Norma merupakan suatu fungsi yang memetakan dari V 
kehimpunan semua bilangan real dan memenuhi aksioma norma. Ruang vektor V yang dilengkapi 
aksioma norma disebut ruang bernorma. Hasil kali dalam adalah fungsi yang memetakan dari V×V ke 
himpunan semua bilangan real dan memenuhi aksioma hasil kali dalam. Ruang vector V yang dilengkapi 
aksioma hasil kali dalam disebut ruang hasil kali dalam. Diketahui bahwa setiap ruang hasil kali dalam 
merupakan ruang bernorma, namun sebaliknya belum tentu berlaku. Setiap ruang hasil kali dalam 
merupakan ruang bernorma dengan x = 〈x,x〉1/2 untuk setiap   di  , dengan kata lain x = 〈x,x〉1/2 
merupakan syarat cukup ruang bernorma   menjadi ruang hasil kali dalam. Selanjutnya ruang bernorma 
merupakan ruang hasil kali dalam jika dan hanya jika memenuhi hukum jajaran genjang. Diperoleh 
setiap ruang bernorma yang memenuhi hukum jajaran genjang merupakan syarat perlu untuk menjadi 
ruang hasil kali dalam. 
 
Kata kunci: Ruang Bernorma, Ruang Hasil Kali Dalam, Hukum Jajar Genjang 
 
PENDAHULUAN 
     Vektor erat kaitannya dengan norma atau panjang vektor dan hasil kali dalam. Norma adalah fungsi 
yang memetakan    ke himpunan semua bilangan real serta memenuhi tiga aksioma sebagai berikut : 
Dimisalkan ‖ ‖ fungsi yang memetakan ruang vektor   ke   serta memenuhi tiga aksioma sebagai 
berikut yaitu, untuk setiap  ̅     berlaku‖ ̅‖    dan ‖ ̅‖    jika dan hanya jika  ̅   ̅. 
Selanjutnya untuk setiap  ̅     dan     berlaku ‖  ̅‖  | |‖ ̅‖, serta untuk setiap  ̅  ̅     
berlaku ‖ ̅   ̅‖  ‖ ̅‖  ‖ ̅‖. Himpunan   disebut ruang bernorma jika   ruang vektor dan 
dilengkapi dengan suatu norma[1].  
     Dalam ruang Euclid dikenal istilah hasil kali titik pada vektor, kemudian konsep hasil kali titik ini 
diperluas menjadi hasil kali dalam yang mengadopsi sifat-sifat pada hasil kali titik. Sehingga muncul 
ruang hasil kali dalam yaitu ruang vektor yang dilengkapi dengan hasil kali dalam. Ruang hasil kali 
dalam merupakan generalisasi natural dari ruang Euclid. Ruang hasil kali dalam merupakan ruang 
vektor yang dilengkapi dengan operasi hasil kali dalam. Dimisalkan 〈  〉 merupakan fungsi yang 
memetakan pasangan unsur di     ke    dan memenuhi empat aksioma yaitu, konjugat simetris 
(untuk setiap  ̅  ̅    berlaku 〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅), linearitas (untuk setiap  ̅  ̅  ̅     dan     berlaku 
〈  ̅  ̅〉   〈 ̅  ̅〉 dan 〈 ̅   ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉), serta definit positif (untuk setiap 
 ̅    berlaku〈 ̅  ̅〉    dan 〈 ̅  ̅〉    jika dan hanya jika  ̅   ̅). Himpunan   disebut ruang hasil 
kali dalam jika   ruang vektor dan memenuhi aksioma hasil kali dalam[2]. 
     Sebagaimana yang sudah diketahui bahwa setiap ruang hasil kali dalam   merupakan ruang 
bernorma dengan ‖ ̅‖  〈 ̅  ̅〉    untuk setiap  ̅ di  . Namun tidak setiap ruang bernorma 
merupakan ruang hasil kali dalam. Sehingga muncul pertanyaan, syarat apakah yang 
diperlukan agar ruang bernorma menjadi ruang hasil kali dalam. Berdasarkan uraian tersebut, 
maka penelitian ini mengkaji tentang syarat cukup agar ruang hasil kali dalam menjadi ruang 
bernorma dan syarat perlu agar ruang bernorma menjadi ruang hasil kali dalam.
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Dalam 
Setiap vektor memiliki panjang  vektor  atau yang dikenal dengan norma (‖ ‖). Suatu ruang vektor 
yang dilengkapi dengan norma adalah ruang bernorma. Contoh standar dari ruang bernorma adalah   
dengan norma ‖ ‖  yang didefinisikan sebagai ‖ ̅‖  (∑ | ̅ |
  
   )
   , dengan       . Selain 
itu ‖ ‖  juga mendefinisikan norma di  
  dengan ‖ ̅‖      ̅     {| ̅ || ̅  (          )  
   . Selain membahas tentang panjang vektor, ruang vektor erat kaitannya dengan hasil kali dalam. 
Ruang vektor   yang dilengkapi dengan hasil kali dalam disebut ruang hasil kali dalam. Contoh trivial 
ruang hasil kali dalam adalah ruang Euclid dengan hasil kali dalamnya merupakan hasil kali titik di 
ruang Euclid. Setelah membahas tentang ruang bernorma dan ruang hasil kali dalam, selanjutnya juga 
dikaji syarat cukup agar ruang hasil kali dalam menjadi ruang bernorma. 
Teorema 1 [1] Setiap ruang hasil kali dalam   merupakan ruang bernorma dengan norma pada   
didefinisikan sebagai  ‖ ̅‖  〈 ̅  ̅〉    untuk setiap   di   
Bukti:  
Dimisalkan (  〈  〉) ruang hasil kali dalam atas lapangan  . Didefinisikan ‖ ̅‖  〈 ̅  ̅〉    untuk 
setiap    . Akan ditunjukkan ‖ ‖ mendefinisikan norma di  . Diambil sebarang       dan 
   . Karena ‖ ̅‖  〈 ̅  ̅〉   , dan dari sifat semidefinit positif di ruang hasil kali dalam yaitu  
〈 ̅  ̅〉   , maka ‖ ̅‖  〈 ̅  ̅〉      dan ‖ ̅‖    jika dan hanya jika  ̅   ̅. Kemudian perhatikan 
bahwa  
‖  ̅‖  〈  ̅   ̅〉   〈 ̅   ̅〉    ̅〈 ̅  ̅〉  | | 〈 ̅  ̅〉  | | ‖ ̅‖  
Sehingga diperoleh ‖  ̅‖  | |‖ ̅‖. Selanjutnya, 
‖ ̅   ̅‖  〈 ̅   ̅  ̅   ̅〉 
                                                                             〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉 
                                                                             ‖ ̅‖  ‖ ̅‖  |〈 ̅  ̅〉|  |〈 ̅  ̅〉| 
                                                                             ‖ ̅‖  ‖ ̅‖  ‖ ̅‖‖ ̅‖  ‖ ̅‖‖ ̅‖  
                                                                             (‖ ̅‖  ‖ ̅‖)  
Jadi ‖ ̅   ̅‖  ‖ ̅‖  ‖ ̅‖  Sehingga jika (  〈  〉)  ruang hasil kali dalam atas   maka   juga 
merupakan ruang bernorma dengan norma ‖ ‖ didefinisikan sebagai ‖ ̅‖  〈 ̅  ̅〉    untuk setiap   
di  .  
Berikut ini diberikan contoh setiap ruang hasil kali dalam merupakan ruang bernorma. 
Contoh 2  
Misalkan    ruang hasil kali dalam dengan hasil kali dalam atas  . Diberikan  ̅  ̅     dengan 
 ̅  (          ) dan  ̅  (          ) dideinisikan 
      〈 ̅  ̅〉  ∑     
 
    
Ditunjukkan bahwa 
         〈 ̅  ̅〉  ∑     
 
    
        ∑   
  
    
        ‖ ̅‖ 
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Dengan ‖ ‖  merupakan norma-2 di  
 . Jadi, 〈 ̅  ̅〉
 
  ‖ ̅‖ , untuk setiap  ̅   
 .  
Dari Teorema 1 maka    juga merupakan ruang bernorma. 
Dari Teorema 3 diketahui bahwa setiap ruang hasil kali dalam juga merupakan ruang bernorma. 
Norma yang berasal dari hasil kali dalam   haruslah memenuhi hukum jajar genjang yaitu 
‖ ̅   ̅‖  ‖ ̅   ̅‖   ‖ ̅‖   ‖ ̅‖  
untuk setiap      . Dengan kata lain, apabila hukum jajar genjang berlaku di dalam sebuah ruang 
bernorma, maka ruang tersebut merupakan hasil kali dalam.  
Teorema 3 [4] Setiap ruang bernorma (  ‖ ‖) merupakan ruang hasil kali dalam jika dan hanya jika 
‖ ‖ memenuhi hukum jajar genjang. 
Bukti: 
Misalkan   ruang bernorma atas lapangan   dengan norma ‖ ‖. Misalkan   ruang hasil kali dalam 
dengan hasil kali dalam 〈  〉. Akan ditunjukkan untuk setiap  ̅  ̅    berlaku  
‖ ̅   ̅‖  ‖ ̅   ̅‖   ‖ ̅‖   ‖ ̅‖  
Diambil sebarang  ̅  ̅   . Perhatikan bahwa  
‖ ̅   ̅‖  〈 ̅   ̅  ̅   ̅〉  〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉 
dan 
‖ ̅   ̅‖  〈 ̅   ̅  ̅   ̅〉  〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉 
Sehingga diperoleh 
‖ ̅   ̅‖  ‖ ̅   ̅‖  〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉 
                                               〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉 
                                                〈 ̅  ̅〉   〈 ̅  ̅〉 
                                                ‖ ̅‖   ‖ ̅‖  
Sebaliknya, dimisalkan   ruang bernorma dan  untuk setiap  ̅  ̅    memenuhi  
‖ ̅   ̅‖  ‖ ̅   ̅‖   ‖ ̅‖   ‖ ̅‖  
Akan ditunjukkan   ruang hasil kali dalam. Didefinisikan  
〈 ̅  ̅〉  
 
 
(‖ ̅   ̅‖  ‖ ̅   ̅‖ ) 
untuk setiap  ̅  ̅   . Diambil sebarang  ̅  ̅  ̅    dan    . 
Perhatikan bahwa  
〈 ̅  ̅〉  
 
 
(‖ ̅   ̅‖  ‖ ̅   ̅‖ ) 
                                                                 ‖ ̅‖  
Karena ‖ ̅‖    untuk setiap  ̅ di   dan ‖ ̅‖    jika dan hanya jika  ̅   ̅, maka juga  berlaku 
〈 ̅  ̅〉  ‖ ̅‖    untuk setiap  ̅ di   dan 〈 ̅  ̅〉    ‖ ̅‖  jika dan hanya jika  ̅   ̅. Selain itu, 
untuk 
〈 ̅  ̅〉  
 
 
(‖ ̅   ̅‖  ‖ ̅   ̅‖ ) 
Namun 
〈 ̅  ̅〉  
 
 
(‖ ̅   ̅‖  ‖ ̅   ̅‖ )  
 
 
(‖ ̅   ̅‖  ‖ ̅   ̅‖ )  〈 ̅  ̅〉
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Karena 〈 ̅  ̅〉 merupakan bilangan real, maka 〈 ̅  ̅〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  〈 ̅  ̅〉. Karena 〈 ̅  ̅〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  〈 ̅  ̅〉 dan 〈 ̅  ̅〉  
〈 ̅  ̅〉, maka  〈 ̅  ̅〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  〈 ̅  ̅〉. 
Selanjutnya akan ditunjukkan  
 
〈 ̅   ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉 
Karena ‖ ‖ memenuhi hukum jajar genjang, maka 
 ‖ ̅   ̅‖   ‖ ̅‖  ‖ ̅   ̅   ̅‖  ‖ ̅   ̅   ̅‖  
Ini memberikan 
‖ ̅   ̅   ̅‖   ‖ ̅   ̅‖   ‖ ̅‖  ‖ ̅   ̅   ̅‖  
                                                    ‖ ̅   ̅‖   ‖ ̅‖  ‖ ̅   ̅   ̅‖  
Akibatnya  
 ‖ ̅   ̅   ̅‖  
 
 
( ‖ ̅   ̅‖   ‖ ̅‖  ‖ ̅   ̅   ̅‖   ‖ ̅   ̅‖   ‖ ̅‖                              
 ‖     ‖ ) 
                        ‖ ̅‖  ‖ ̅‖  ‖ ̅   ̅‖  ‖ ̅   ̅‖  
 
 
‖ ̅   ̅   ̅‖  
                           
 
 
‖ ̅   ̅   ̅‖   
Jika  ̅ diganti dengan –  ̅ diperoleh 
‖ ̅   ̅   ̅‖  ‖ ̅‖  ‖ ̅‖  ‖ ̅   ̅‖  ‖ ̅   ̅‖  
 
 
‖ ̅   ̅   ̅‖  
 
 
‖ ̅   ̅   ̅‖  
Karena untuk setiap  ̅    berlaku ‖  ̅‖  ‖ ̅‖, maka 
 〈 ̅   ̅  ̅〉  
 
 
(‖ ̅   ̅   ̅‖  ‖ ̅   ̅   ̅‖ ) 
                  
 
 
(‖ ̅‖  ‖ ̅‖  ‖ ̅   ̅‖  ‖ ̅   ̅‖  
 
 
‖ ̅   ̅   ̅‖  
 
 
‖ ̅   ̅   ̅‖  (‖ ̅‖   
            ‖ ̅‖  ‖ ̅   ̅‖  ‖ ̅   ̅‖  
 
 
‖ ̅   ̅   ̅‖  
 
 
‖ ̅   ̅   ̅‖ )) 
                  
 
 
(‖ ̅   ̅‖  ‖ ̅   ̅‖ )  
 
 
(‖ ̅   ̅‖  ‖ ̅   ̅‖ ) 
                  〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉 
Jadi terbukti 〈 ̅   ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉. 
Selanjutnya akan ditunjukkan 〈  ̅  ̅〉   〈 ̅  ̅〉. 
Dengan menggunakan induksi pada   akan ditunjukkan untuk setiap     berlaku  
〈  ̅  ̅〉   〈 ̅  ̅〉 
 
Untuk    , maka  
〈   ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉    〈 ̅  ̅〉 
Asumsikan untuk     berlaku  
〈  ̅  ̅〉   〈 ̅  ̅〉 
 
Akan ditunjukkan untuk       juga berlaku. 
〈(   ) ̅  ̅〉  〈  ̅   ̅  ̅〉  〈  ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉   〈 ̅  ̅〉  〈 ̅  ̅〉  (   )〈 ̅  ̅〉 
Jadi untuk setiap     berlaku  
〈  ̅  ̅〉   〈 ̅  ̅〉 
 
Akibatnya untuk setiap     juga berlaku 〈  ̅  ̅〉   〈 ̅  ̅〉. Selanjutnya akan ditunjukkan jika     
juga berlaku 〈  ̅  ̅〉   〈 ̅  ̅〉. Dimisalkan   
 
 





 〈  ̅  ̅〉   〈   ̅  ̅〉   〈  ̅   ̅〉   〈 ̅  ̅〉
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Misalkan    . Karena setiap bilangan real dapat dipandang sebagai barisan dari bilangan rasional, 
maka  terdapat barisan {      
  dengan      untuk setiap  , sedemikian sehingga  
   
   
     
Karena    bilangan rasional maka berlaku 
〈   ̅  ̅〉    〈 ̅  ̅〉 
Akibatnya 
   
   
〈   ̅  ̅〉     
   
  〈 ̅  ̅〉  〈  ̅  ̅〉   〈 ̅  ̅〉 
Jadi terbukti ruang bernorma menjadi ruang hasil kali dalam jika memenuhi hukum jajar genjang. 
Berikut ini diberikan contoh ruang bernorma yang memenuhi hukum jajar genjang.  
Contoh 4 
Dimisalkan (   ‖ ‖ ) dengan ‖ ̅‖  (  
    
 )    untuk setiap  ̅  (     )   
 . Jelas bahwa 
(   ‖ ‖ ) merupakan ruang bernorma dengan norma standar ‖ ‖ . Akan ditunjukkan ‖ ‖   
memenuhi hukum jajar genjang. Diambil  ̅  ̅     dengan  ̅  (     ) dan  ̅  (     ). Perhatikan 
bahwa 
‖ ̅   ̅‖ 
  ‖ ̅   ̅‖ 
  (     )
  (     )
  (     )
  (     )
  
                                                        (  
    
 )  (  
    
 )  (  
    
 )  (  
    
 ) 
                                                         (  
    
 )   (  
    
 ) 
                                                         ‖ ̅‖ 
   ‖ ̅‖ 
  
Dari Teorema 4, karena (   ‖ ‖ ) ruang bernorma dan memenuhi hukum jajar genjang, maka 
(   ‖ ‖ ) juga merupakan ruang hasil kali dalam.   
Berikut ini diberikan contoh ruang bernorma namun bukan ruang hasil kali dalam karena tidak 
memenuhi hukum jajar genjang. 
Contoh 5 
Dimisalkan (   ‖ ‖ ) ruang bernorma dengan ‖ ̅‖      ̅     {| ̅ || ̅  (          
 ) . 
Perhatikan bahwa jika diambil  ̅   ̅   
  dengan  ̅  (     ) dan  ̅  (        ), diperoleh  
 ‖ ̅   ̅ ‖ 
  ‖ ̅   ̅ ‖ 
  ‖(      )‖ 
  ‖(      )‖ 
  
                                                (    {|  | | | | | )  (    {|  | | | | | )  
                                                          
Padahal 
  ‖ ̅ ‖ 
   ‖ ̅ ‖ 
   (    {| | | | | | )   (    {|  | |  | |  | )  
                                           
Akibatnya diperoleh hubungan sebagai berikut 
‖ ̅   ̅ ‖ 
  ‖ ̅   ̅ ‖ 
    ‖ ̅ ‖ 
   ‖ ̅ ‖ 
  
Karena terdapat        
 , sehingga ‖ ‖  tidak memenuhi hukum jajar genjang, maka 
(   ‖ ‖ ) bukan ruang hasil kali dalam. 




Dari pembahasan ruang bernorma dan ruang hasil kali dalam, maka dapat disimpulkan bahwa syarat 
cukup ruang hasil kali dalam (  〈  〉) untuk menjadi ruang bernorma (  ‖ ‖) adalah ‖ ‖  〈   〉    
untuk setiap   di   dan setiap ruang bernorma yang memenuhi hukum jajar genjang merupakan syarat 
perlu untuk menjadi ruang hasil kali dalam. 
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